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10. 0. Matematika pétvizsga MELLEKLETE

1. Egyenletrendszerek grafikus megoldasa

Ha két vagy tobb egyenlet kozos megolddsait keressiik, akkor egyenletrendszerrdl beszéliink.
Az egyenletrendszerek lehetséges jelolései:

x+y=7 (1) x+y=7 x+y=7
ax+2y=20 8 @) ax+2y=20 " 4i2y-20
vagy akdr ezek egyiittes alkalmazisa.

Példankban két ismeretlen szerepel, mindketté elsé hatvanyon, ezért ezek az egyenletek elséfoki (vagy linedris),
kétismeretlenes egyenletrendszert alkotnak.

Az elsofoku, kétismeretlenes egyenletrendszer megoldisa olyan rendezett szdmpdr, amely mindkét egyenletet igazzi
teszi.

Az egyenletrendszer megoldisanak egyik modszere a grafikus médszer, melynek lépései:

1. A megoldandoé egyenletrendszer egyenleteibél kifejezziik az egyik ismeretlent (dltaldban y-t).

2. Abrizoljuk kézos koordindta-rendszerben az ezekhez tartozd linedris fiiggvényeket!

3. Olvassuk le a két grafikon metszéspontjdnak koordindtdit! A kozds pont mindkét grafikonra illeszkedik, ezért ko-
ordindtdi igazza teszik az egyenletrendszer mindkét egyenletét. Az egyenletrendszer megoldasat tehdt a kozos pont
koordindtdi, vagyis egy rendezett valods szimpdr adja.

4. Behelyettesitéssel ellenérizziik, hogy a grafikonrol leolvasott érték valdban megolddsa az egyenleteknek!

Oldd meg grafikusan az alabbi egyenletrendszereket
a valos szamparok halmazan!
3x—y=-9 7x+ 5y =10
) {2x+y=—11 } {x—E}y:—ﬁ

3x—2y=2 x=5y=10
b) {5x—3y=ﬁ d) {—?.x+l[}y={]



2. Egyenletrendszer megoldasa algebrai mdédszerekkel
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Behelyettesité modszer:

A kiszamitott
értéket
behelyettesitem

Az egyik

Ellendrzom
a megoldast
mindkét
egyenletre.

nletet kapok,
ezt megoldom.

Beirom a masik
egyenletbe,

kifejezem
valamelyik
ismeretlent.

az egyik eredeti

egyenletbe, ig
kiszamolom a masik
ismeretlen érté

az ismeretlen
helyébe.
értékét.

A mdédszer hatranya, hogy bonyolult (pl. tortes) egyenletekre vezethet a megoldas menete.
Osszehasonlité médszer:
A kiszamitott

értéket
behelyettesitem

Egyismeretlenes
egyenletet kapok,
ezt megoldom.
Megkapom az
smeretlen
értékeét.

Ellendrzom
a megoldast
mindkét
egyenletre.

ifejezem
ugyanazt az igy felirom ezek
ismeretlent. egyenloségét.
ismeretlen értékeét is.

A modszer hdtranya, hogy bonyolult (pl. tortes) egyenletekre vezethet a megoldis menete.
Egyenlé egyiitthatok modszere:
Ha az egyiittha-

SZOTZOm akkor ,, O Egyismeretlenes
ugy, hogy az 2 CEpiN egyenletet kapok, : Ellenérzom
egyik ismeret- egyenletbd t megoldom. a megoldast

az egyik eredeti 2 A
&} mindkét

egyenletbe, igy
iszimolom a ma

len egyiitthatoi 2 <at”, Megkapom az
egyenld abszolit a az egyiittha egyik ismeretlen
(0-t6l kii- tok ellentettek, értékeét.
szamok eadom
a két egyenletet”.

egyenletre.

A modszer elénye, hogy elkeriilhetd a bonyolult (pl. tortes) egyenletekre valé visszavezetés.

Oldd meg az alibbi egyenletrendszereket a wvalds
szampdrok halmazan!

2x—=3y=7 7x+4y=>5
a) ix+i=? °) —5x—ﬁi=9
5x+ 4y =-15 Bx—3y=19
2x+3y=—6 —6x+ 5y = —18



3. Hatvanyozas
Megtanultuk példdul, hogy a 2° hatvanykifejezés egy szorzds miiveletet szimbolizdl, melyben a tényezék mindegyikének
értéke 2, a tényezdk szdma pedig 5, azaz2°=2.2.2.2.2 =32,

1

Definicié: Haa 0, és n pozitiv egész szam, akkor a " =

Az azonos alapt hatvanyok hinyadosdra vonatkozo azonossag miatt ™" = pribr (%) vagyis negativ egész kitevore
agy hatvanyozunk, hogy az alap reciprokdt emeljiik a kitevd ellentettjére.
Definicié: Ha a 5 0, akkor a” = 1, vagyis barmely nullatél kiilénbézé valos szam nulladik hatvinya 1.
pata 5= e ofx (3= e e ()" (3

5 =
Tétel: (a hatvianyozas azonossagai a; b R, a + 0, b # 0és m; n € Z esetén)

Azonos alapu hatvdnyokat Ggy is szorozhatunk, hogy az alapot a kitevik osszegére emeljiik. a'-d"=a

Azonos alapt hatvanyokat gy is oszthatunk, hogy az alapot a kitevék killonbségére emeljiik. Z =a" ";haa # 0

Hatvényt ugy is hatvanyozhatunk, hogy az alapot a kitevik szorzatira emeljiik. (a")'=a™"
Szorzat hatvénya egyenld a tényez6k hatvanydnak szorzatdval. (a-b)'=a"-b"

Hinyados hatvinya egyenlé a szamldlé hatvanydnak és a nevez hatvanydnak hdnyadosdval. (%)n = %; hab # 0

A 0" nem értelmezett.

1 s Hinyadik hatvinya

2-nek a 1287 2-nek az L7

a) 2-neka c) 2-nekaz 138
1__ 7 L 1

b) 2 nek a 1287 d) > 128

2 = Hainyadik hatvinya 10-nek:
a) ezerszer egytized?
b) szdzszor szdzszor szdz?
c) egyszdzadszor egyezred?

3 = Allitsd névekvé sorrendbe az alabbi szimokat!

0255 4% 3% (§)5 (% -2

4 = Végezd el a kijelolt miiveleteket a; be R" értékei
mellett!

3a b - a’b ' ( %)

e e




4. Normalak

Szamok normdlalakja
Kicsi és nagy abszolut értékd szdimok leirdsakor sokszor haszndljuk a szim normalalakjat. Egy 0-t6l kilonbézé szdm nor-
malalakja egy olyan kéttényezos szorzat, amelyben az egyik tényezd abszolut értéke nagyobb vagy egyenld 1-nél és kisebb

10-nél, a masik tényez6 pedig 10-nek egy egész kitevos hatvanya:
a-10% ahol 1 < |a| < 10 és ke Z.

10 s Szimologeép haszndlata nélkill végezd el az aldbbi
miiveleteket, majd add meg az eredményeket nor-
milalakban!

a) 35000 000 - 0,0002 - (0,03) % =
b) (50 000)*: (0,00004)" =
c) 74107 —1,6-10"=



5. A négyzetgyokvonds azonossagai

1. A négyzetgybkvonas azonossagai

Szorzat négyzetgyike egyenld a tényezdk négyzetgydkének szorzataval (ha a tényez6k nem nega- /g b = va - Vb,
tiv szamok). haa=0;b=0
Példdul: v'81-16 = 81 -v16 =9-4=36; v2-/8 =16 =4

(de az értelmezés miatt nem 4ll fenn, hogy v—2 - V=8 = V16 = 4)
sY

Tort négyzetgyoke egyenld a szimlalo és a nevezd négyzetgyokének hinyadosival (ha a szdmlalé ,\/ % = %,
nem negativ, a nevezd pozitiv SzAm).
haa = 0;6 >0
o (A9 _ Y49 7. V52 [BX _ g
Példdiul: Vér = Jes =8 N3 _Vr 3 =v4=2

Hatviny négyzetgyoke egyenld a hatvinyalap négyzetgyokének hatvinydval (ha a hatvinyalap va'=(vaV,
nem negativ). haa > 0;neZ

Példdul: V16° =(v16) =4 =64; (V3)' =3

A normdlalakban megadott szdm négyzetgyokét akkor tudjuk az azonossagok segitségével konnyen meghatirozni, ha a
normdlalakban a 10 kitevdje paros szdm. Ha a kitevd paratlan, akkor alakitsuk a normalalakban megadott szamot olyan
szorzattd, amelyben a 10 kitevdje paros.

Példdul:

V9.10° = V9 - V10° = 3-10°, mert (3- 10°/ =9 105
/8,1:10° = v'81 10" = 9-10%, mert (9 - 10°)* = 81 - 10",

2. Gybkvonas egy valos szam négyzetébil
Vizsgdljuk meg a v'a* kifejezést!
a) A négyzetgyokvonds értelmezése miatt teljesiilnie kell az 0 < 4 reldciénak.
Tudjuk, hogy bdrmely valos szdm négyzete nemnegativ, ezért a barmilyen valds szdm lehet, tehit a € R.
b) Vizsgdljuk a kifejezést az a lehetséges eldjelei szerint egy-egy példin keresztil!
Legyen a = =3, ekkor  (=3) = V9 =3 =—(-3).
Legyen a = 5, ekkor v/5° = v25 = 5.

Ha a negativ valds szam, akkor a miivelet eredménye az eredeti szam ellentettje, ha a nemnegativ valos szdm, akkor a
miivelet eredménye az eredeti szdm értéke, azaz biarmely esetben az eredeti szim abszolut értékét kaptuk.

.
/F:|a| ahola e R.
—

16 = Négyzetgyokjel ald bevitel segitségével ird egysze-
riibb alakba!
8. L/, 7. /2. 01-/10
2V 8, 3V 15; ?\f % 0,1-+10
17 = Ird fel egyszeriibb alakban a szorzatokat!
V3-V48; V11-V33; V2072

18 5 Végezd el a kovetkezd miiveleteket! Ne haszndlj sza-
mologépet!
a) (V18 + /50 + 9V2)v2
b) (v27 + V75 - V3)V/3

19 s Végezd el a kovetkezd miiveleteket! Ne haszndlj szd-
mologépet!
a) (V7 +v3)-(V7-V3)
b) (v2++3) (V18 = V3)



6. Flggvénytranszformaciok

1. A valds szamok halmazin értelmezett x — x° fiiggvény grafikonja egy parabola, melynek szimmetriatengelye az y

tengely. A paraboldnak a szimmetriatengelyen lévé pontjit tengelypontnak nevezziik. Ennek a paraboldnak a tengely-
pontja az origo.

2. Hogyan viltozik a fiiggvény grafikonja, ha a valds szdmok \ \ \ v A / / /
halmazdn az x = x” helyett az x = x” + 3 hozzarendelé- 5
si szabdlyt alkalmazzuk? \ . /
Ekkor minden figgvényérték 3-mal nagyobb lesz, mint \ \ / /
az els6 esetben. Grafikonon ez azt jelenti, hogy a parabo- \ /
lat az y tengely mentén felfelé kell tolni 3 egységgel. 2
X xt+ 3 x|—>x2+1; xl—)xl; x> xt-2 \ /
}-':1':+3; }J:x2+1; Jvzxz; }':_\':—2 >
5 4 5 £ g0 x
&
3. Hogyan viltozik a fiiggvény grafikonja, ha az x i x* he- \ \ \ 5 / \ / / /
lyett az x = (x — 3)" hozzdrendelési szabdlyt alkalmazzuk? 1
Ekkor nem az x = 0 helyen veszi fel a fiiggvény a 0-t, ha- ./
nem a 3-mal nagyobb szamndl, az x = 3 helyen. Grafiko- \ \ \£ Y / /
non ez azt jelenti, hogy a paraboldt az x tengely mentén
jobbra kell tolni 3 egységgel. :\
A x+2)% xPxh x(x-1)% x (x-3)° / »
y=(x+2)5% y=x4 y=(x-1)5% y=(x-3)° i e C: *
Legyen a fiiggvények értelmezési tartomdanya a valos szdmok halmaza, és c egy valos szam (¢ # 0).
Hogyan kaphatjuk meg az ffiiggvény grafikonjabdél a fliggvénytranszformacié sordan nyert filggvény grafikonjat?
flx) + ¢ Eltoljuk fgrafikonjit az y tengellyel pirhuzamosan c-vel. Hfel-le”
flx+¢) Eltoljuk fgrafikonjat az x tengellyel pirhuzamosan (—c)-vel. sjobbra-balra”
»Megnyjtjuk® vagy ,zsugoritjuk® fgrafikonjit. Ha ¢ negativ, akkor tiikrozzik is az .. »
c-flx) % tengelyre. »Sovanyabb-kovérebl
—f(x)  Tikrozzik fgrafikonjit az x tengelyre. (ez az el6z6nek egy specialis esete) tiikrozés az x tengelyre

[f(x)]  Ahol fértéke negativ, azt a gbrbedarabot titkrézziik az x tengelyre.



7. Masodfoku fliggvények

1. Haa, b és c adott szamok, és a # 0, akkor a valés szamok halmazan értelmezett x — ax” + bx + ¢ fiiggvényt masodfoka
fiiggvénynek nevezziik. A misodfoki tagban szerepld egyiitthatot (vagyis az a-t) féegyiitthaténak hivjuk.
Példdul: az x — 3x° — 2x — 5 fiiggvény mdsodfok(, tovdbbd itt a = 3, b = =2 és ¢ = =5, a fBegyiitthatd 3.

2. Az x — ax’ + bx + ¢ mésodfoka ] !
figgvény grafikonja olyan parabola, a>0

|
| |
melynek tengelye merdleges az x ten- \\ | / i X axc + bt
gelyre. Ez a parabola ,felfelé” nyitott, \ | ! fiiggvény grafikonja
ha féegyiitthatdja pozitiv, azaza > 0, | / la<o Iyl
|
és ,lefelé” nyitott, ha fdegyiitthatdja \ | !
|

T - fiaggileges tengelyi
negativ, azaz a << 0. \I*’ * parabola
3. Az x— ax’ + bx+ chozzdrendelési sza- O 0

baly algebrai médszerekkel dtalakithato
x = alx = u)’ + valakra. Az itt szerepl6
u és v éppen a parabola tengelypontjd-
nak az elsé, illetve masodik koordinata-
ja. E szdmok azt is megmutatjik, meny- \

=
W
=
Y
M
(=]

felfelé nyitott lefelé nyitott

nyivel kell eltolni az x — ax® fiiggvény a fiiggvénynek a fiiggvénynek
grafikonjit a koordindtatengelyek men-
tén, hogy az x — ax’ + bx + ¢ fiiggvény

grafikonjit kapjuk.

minimuma van maximuma van

it
it

A valés szdmok halmazdn értelmezett f(x) = ax™ + bx + ¢; (@ # 0) masodfoku fiiggvény abrazolisinak egyik ttja:
1. Elsé lépésként az f helyett a konstans tag (¢) elhagydsival kapott ¢ fiiggvény grafikonjat dbrazoljuk 3 pontjaval.
A g(x) = ax’ + bx fiaggvény képe egy parabola.
- Zérushelyeit megkaphatjuk az ax’ + bx = 0 egyenletbél. A kifejezést alakitsuk szorzatta! (Az egyik zérushely a 0.)
- A szimmetriatengely az x tengelyre merdleges, és a két zérushely kozott ,kozépen” (szdmtani kozepénél) metszi a
tengelyt.
- A parabola tengelypontjinak elsé koordinatdjat a szimmetriatengely jeloli ki. A mdsik koordinatdt megkapjuk, ha
behelyettesitiink g-be. (Ellendrizhetjiik, hogy a parabola felfelé nyitott, ha a > 0; illetve lefelé nyitott, haa < 0.)

2. Az [ fuggvény grafikonjat megkapjuk, ha a g grafikonjat (3 pontja segitségével) az y tengely mentén c-vel eltoljuk.

[ o P = el o ey

- minimuma van, haa > 0

- maximuma van, haa < 0

1 5 Abrizold a val6s szimok halmazan értelmezett fiiggvények grafikonjat!
a) flx)=|x—15]+1 b) glx)=(x—1)Y -4 c) h(x)=-x"+3

2 5. A tibldzatban szereplé fiiggvények értelmezési tartomdnya a valds szamok halmaza. frd a figgvényekhez a rijuk
jellemz6 tulajdonsdg betdijelét!

a: minimuma van e: maximumbhelye az 5
b: maximuma van f: minimumbhelye a —5
¢ értékkészlete a nemnegativ valds szdmok halmaza & zérushelye az 5

d: minimumbhelye az 5

x= =5 +1 X (x+5) x = —(x—5F x o (x—5P42 x o 28 —5x

3 5. Abrézold a valés szdmok halmazdn értelmezett f(x) = —x* + 4x + 1 fiiggvény grafikonjat!

4 5 Abrizold a kvetkezd fiiggvények grafikonjit, majd hatdrozd meg a fiiggvények értékkészletét, szélséértékhelyeit
és szélstértékeit!

a) f:[-3:2] » R, flx)=|x+2| b) g:[0:3] > R, gx)=(x—2)"+2



8. Masodfoku kifejezés, masodfoku egyenlet, teljes négyzetté kiegészités

I. Masodfoku kifejezés, masodfoki egyenlet

Az ax’ + bx + ckifejezést, melyben a, b és ¢ valos szamok, és a # 0, masodfoki kifejezésnek nevezzitk. Masik elnevezé-
se: masodfokn polinom.

A misodfoku kifejezésben mindig szerepel a valtozo (pl. x) masodik hatvinya, ennek egyiitthatdja a féegyiitthatd. Ezen
kiviil szerepelhet a véltozé elsd hatvinya egy egyltthatoval szorozva, valamint a valtozot nem tartalmazo, dgynevezett
konstans tag.

elséfokn tag egyiitthatoja
ax’ + bx + ¢
foegyiitthaté (nem lehet 0) konstans tag
A masodfoki egyenlet rendezett, ugynevezett kanonikus alakja: ax” + bx + ¢ = 0, ahola # 0.

IL. Teljes négyzet
Egy kéttagt kifejezés négyzetét nevezetes azonossdg segitségével felirhatjuk mas alakban is:
(a+byY=a+2ab+b", illetve (a—b)=a" —2ab+¥.

Amennyiben egy masodfoka kifejezés felirhatd egy kéttagt kifejezés négyzeteként, akkor azt mondjuk, hogy az teljes
négyzetté alakithato.
Példdul: x* + 10x + 25=(x + 5)°

X =24x+ 1,44 = (x— 1,2)°

II1. Teljes négyzetté kiegészités

A teljes négyzetté kiegészités modszerét masodfoku kifejezések esetén haszndlhatjuk a kifejezés dtalakitdsdra. Ezzel az
eljarassal egy masodfoka kifejezést egy teljes négyzet felhaszndlasaval frunk fel.
Példdul: ¥ — 8x+9=(x—4)—-7

Ha a f6egyttthat6 1 (a = 1), akkor lépései a kivetkezdk:
1. Azonositsuk, hogy melyik az a teljes négyzet, melyben az egyik tag négyzete, valamint a két tag szorzatinak kétszerese
megtaldlhatd a masodfoka kifejezésben!
Példdul: x* — 8x + 9 esetén azt keressiik, hogy x° — 8x melyik teljes négyzet két tagjival egyezik meg. (x — 4)” a kere-
sett teljes négyzet, hiszen (x — 4) = x* — 8x + 16.

2. Adjuk hozzd és vonjuk le a teljes négyzet konstans tagjat az eredeti kifejezéshez! lgy az eredeti kifejezés értéke nem
viltozik meg.
Példdul: x* —8x+9= x"—8x+16—16+9

3. A kifejezésben el6all a teljes négyzet, ezt irjuk le, a megmaradt szimokat pedig vonjuk ossze! (Az eredeti kifejezés
értéke most sem valtozik meg.)
Példdul: ¥ —8x+9=(x"—8x+16)—16+9=(x—4)" =7

(x—4)° -7

Melyik az a TELJES NEGYZET,

amelynek misod-, és elséfokn tagja
. |:> [ Ird fel ezt a nevezetes azonossgot J
\ ugyanez: J
A TELJES NEG‘&IZ‘ET k(mslfms tagjit <:|
add hozza és vond ki!

TELJES NEGYZET
+ a tobbi szim dsszevonva




5 Végezd el a kévetkezd miiveleteket!

a) (x—9)° c) (x—07)
b) (x+ 1,1)} d) (x+35)

= Egészitsd ki a kovetkezd kifejezéseket gy, hogy teljes

négyzetet kapj!
a) X+ ldx+ ... c) X +3x+...
b) ¥ —4x+... d) X—3x+...

= A nevezetes azonossdg segitségével végezd el a teljes

négyzetté kiegészitést!
B+ 12x+ 36 = (x+ 6)°
a) X+ 12x+ 39 c) ¥ +12x+6
b) &+ 12x + 100 d) ¥+ 12x—2
. Teljes négyzetté kiegészitéssel alakitsd at a kifejezé-
seket!

a) X+ 16x+ 70 c) x4+ 5x+ 3,25
b) £ —12x—10 d) ¥ —5x—1,25



9.A masodfoku egyenlet megoldasa megolddképlettel, diszkriminans

Ha az a, a b és a c bet(i egy-egy adott valos szamot jeldl, ahol a # 0, akkor az ax® + bx + ¢ = 0 egyenletnek 0, 1 vagy
2 gyoke van a valos szamok korében.
- Ha b’ — dac < 0, akkor az egyenletnek nincs gyoke a valds szimok kérében.

- Hab® —4ac=0, akkor az egyenletnek 1 valos gydke van, a (— Eb_a) szdm. Ezt az egyenlet kétszeres gykének is nevezik.

2 12
- Hal’ - 4ac > 0, akkor az egyenletnek 2 kiilénbzé valds gyoke van, a =b+ Vb~ dac gsa —b= Vb —dac g,

2a 2a
Fp2
Ezt a két gyokot egyttt igy szoktuk felirni: x.2 = W

Ez a masodfoka egyenlet megolddképlete.
Lathatd, hogy a gyokok szdma attél fiigg, hogy a (b® — 4ac) szam negativ, 0 vagy pozitiv.
A (b* — dac) szimot a masodfoku egyenlet diszkrimindnsdnak nevezziik és D-vel jeloljiik.
(A diszkrimindns latin eredet(i szo, eredeti jelentése: megkiilonboztetd, osztilyoza.)

Példdul
- a3x’+ 7x + 5= 0 egyenlet esetében a =3, b =7 és ¢ = 5, a diszkrimindns D=7"—4- 3. 5=49 - 60 =—11 < 0,
ezért ennek az egyenletnek nincs valos gyoke;
- azx’ + 8x + 16 = 0 egyenlet esetében a =1, b = 8 és ¢ = 16, a diszkriminans D=8 —4- 1- 16 = 64 — 64 =0,

ezért ennek az egyenletnek egy (kétszeres) valos gydke van, mégpedig x = — b 8 _ 4 (ezt egyszeriibben is

2a 2
megkaphatjuk, mert x* + 8x + 16 = (x + 4)°);
- a 2x" 4 15x = 3 =0 egyenlet esetében a = 2, b= 15 és c = =3, a diszkrimindns D= 15" = 4. 2. (=3) =225+ 24 =249 > (),

ezért ennek az egyenletnek ket kiilonbozo valos gyoke van: x, , = = 152“:_‘2 49 _ —15 i4‘/ 249

~15+ /249 _ ~15+1578 —15— /249 _ ~15-1578 _

X = 7 1 =0,195; x,= 1 —7,695,
—b+v'b*— dac )

A masodfokad egyenlet megoldoképlete: xi.. = >a

9 = Oldd meg az egyenleteket a valé szimok halmazan!
a) 56x° — 13x-3=0
b) 7x° = 12x+6=0
c) 405 —x-15=0
d) 30x"+ 29x+4=0

1.0 = Oldd meg az egyenleteket a valés szdmok halmazdn!
a) 6x° —4x —45=35 — 327 + 2x
b) ¥ +52x—32=05x+1,3x— 24

11 = Melyik egyenleteknek negativ a diszkriminansa?
a) X +4x+17=0
b) 2¥' —5x+11=0
c) 1,2x* +8x+35=0
d) 06x —5c—14=0

12 = Adj olyan értéket b-nek, hogy az egyenlet diszkrimi-
nédnsa 0 legyen!
a) 2+ bx+18=0
h) 3x = bx+75=0



10. A kor kerilete, teriilete

Bizonyithaté, hogy a kor keriiletének és dtmérdjének hanyadosa dllandé, azaz a kor keriilete és dtmérdje kozott egyenes
arinyossig van. Az aranyszimot — a XVIIL szdzad 6ta, Euler jelolése alapjin - a gorog perimetrosz, periféria (kerilet)
szavak kezdébetlije miatt a girog  betiivel jelaljiik.

A kor keriilete a kor dtmér6jének 7-szerese, vagyis ha a kor dtmérdjét d-vel, sugarit r-rel, keriiletét pedig K-val jeloljik,
akkor K = dr, masképp K = 2rz.

A irraciondlis szim, tehdt végtelen nem szakaszos tizedestort.
Szimoldsi feladatok esetén hasznilhatjuk a szimolégépben talilhaté m értéket, vagy szamolhatunk a 3,14 két tizedesjegyre
kerekitett értékkel. Megadhatjuk a vilaszt 7 tébbszéroseként is, pl. egy 3,2 méter sugari kir keriilete 6,47 méter.

Eszrevehetjiik, hogy a beirt szabdlyos sokszog oldalszdmdnak névelése sordn egyre nagyobb lesz a beirt sokszig teriilete.
A sokszog terillete ugyanakkor nem haladhatja meg a kir teriiletének nagysdgit, mivel a sokszoget teljes terjedelmében
tartalmazza a kér.

Minél jobban megnéveljitk a beirt szabdlyos sokszig oldalainak szimt, a sokszég teriilete anndl inkibb megkozeliti a kisr

teriiletének értékét.

A szamoldsok alapjan lithato, hogy Tyl sy g, % = 3,14,

£

2
Bizonyithatd, hogy a kor teriiletének és sugara négyzetének hinyadosa dllando, és az ardnyossagi tényezd .
Az r sugari kor teriilete T = '7 Gsszefiiggéssel szdmolhato.

Két koncentrikus kérvonal dltal hatarolt sikidom a korgyiri.
Ha a kirok sugara r és R, ahol r < R, akkor a kérgyiiri teriilete T = Rz —r=(R - '

1 5 Hatirozd meg a kor keriletét centiméterben és a
kor teriiletét négyzetcentiméterben, ha a kor dtmé-
rdjének hossza
a) 2,6cm
b) 4,28 dm
c) 53 mm.

Eredményeidet két tizedesjegy pontossiggal add
meg!

2 = Tudjuk, hogy egy kor keriilete
a) 628 cm
b) 842 mm
c) 0,93 m.
Add meg a kir teriiletét négyzetcentiméterben, két
tizedesjegyre kerekitve!

3 = Egy kor teriilete
a) 314dm’
b) 113,1 cm’
c) 1,826 m’
Add meg a kor keriiletét deciméterben, hdrom
tizedesjegyre kerekitve!



11. Kbzépponti szog, koriv, korcikk

I
Rajzoljuk meg egy kor két sugardt, az OA-t és az OB-t!
Igy a kirvonalat két kirivre, a kirlemezt két kivrcikkre bontottuk.
Két olyan szdget is latunk, amelyeknek O a csiicsa, az OA és az OB félegyenes pedig a két szdra.
Ezeket a szogeket az adott kirben a megfeleld kérivhez vagy kircikkhez tartozé kizépponti szo-
geknek nevezziik.
A korbe rajzolt két sugdr két olyan kozépponti szoget ad meg, amelyeknek az Gsszege egy teljesszég.

Ha egy r cm sugarii korben egy kozépponti szog ¢°-os, akkor a hozzd tartozd kiriv hossza =g

a korkeriilet 360-ad részének az ¢-szorosa. Ha ennek a em-ben mért hosszisdgit i-vel

s _ 2rm ., _ rEa
jeloljitk, akkor i = 360 2= 180 (cm).

Ugyanebben a kirben egy @°-os kozépponti szoghoz tartozo korcikk teriilete a korteriilet

360-ad részének az e-szorosa. Ha ennek a cm”-ben mért nagysagat t-vel jeloljiik, akkor

rr . _ rro 2
360 ¢~ 360 M)

=

4 = Oldd meg a kiwetkezd feladatokat! Készits vizlatot a korcikkekrol!
a) Mekkora a 12 cm sugari korben annak a korivnek a hossza és karcikknek a teriilete, amelynek a kozépponti
szige 10772
b) Mekkora a 181,5 mm ivhosszisigi, 200°-o0s kozépponti szogi korcikk teriilete?
c) Mekkora a 10 m sugart kirben a 10 m ivhosszasagi korcikk kdzépponti szoge és teriilete?



12. Szdmsokasagok statisztikai jellemzéi

Egy véges szdmsokasdg legfontosabb statisztikai jellemz6i:

Leirdsa
Atlag a sokasig elemeinek az dsszegét elosztjuk az elemek szaméval
Modusz a legtobbszor el6forduld elem (lehet tobb médusz is)
N a nagysdg szerinti felsoroldsban paratlan elemszdm esetén a kozépen dll6 szim,
Mediin . . e lreiar AT1E et e 4
pdros elemszdm esetén a kdzépen allé két szim atlaga
Terjedelem a legnagyobb és a legkisebb szim kilonbsége

Ha az adatok gyakorisiga ismert, akkor az itlag kiszimolhaté 1ugy, hogy a szimokat megszorozzuk a gyakorisagukkal,

ezeknek a szorzatoknak az Gsszegét elosztjuk a gyakorisigok dsszegével. (Ezt az eljirdst nevezik silyozott szimtani

kozép szamoldsinak.)

1s

Add meg a kovetkezd szamsokasagok fébb statisz-
tikai jellemzéit!

a) 8,9,3,59,4 ) 80, 90, 30, 50, 90, 40

5. Egy 30 szimbadl 4llé adathalmaznak ismerjiik a terje-

delmeét, dtlagdt, medidnjit és moduszat. A négy kozil
melyik az a statisztikai jellemzd, amelyiknek az értéke
biztosan szerepel az adathalmaz elemei kizott?

5. Adott négy szdm: 5, —2; —1; 0. Adj meg egy ctodik

szamot ugy, hogy

a) az ot szim medidnja 0 legyen!

b) az ot szam dtlaga 0 legyen!

c) az ot szam medidnja és egyetlen médusza meg-
egyezzen!

d) az 6t szdm dtlaga és medidnja megegyezzen!

e) az ot szdm dtlaga és egyetlen médusza meg-
egyezzen!

= Tizenegy tanulé olyan tesztdolgozatot irt, amely-

ben 100 pontot lehetett elérni.

A tanulok elért pontszdmai: 100; 100; 100; 63; 62;

60;12; 12; 6; 2; 0.

a) Add meg az elért pontszimok fobb statisztikai
jellemzbit!

b) A csoportban az a vélemény van tobbségben,
hogy nehéz volt a teszt. Tudsz-e érvelni a tobb-
ség véleménye mellett a statisztikai mutatdkra
tamaszkodva?

5=

A két diagram a félév végi kémiaosztilyzatokat
mutatja egy iskola 10.A, illetve 10.B osztilyiban.
db
14
12 L
10 -
. _
. B
4 -
: 1 C
o I ]I
elégtelen elégséges kizepes 6 jeles
Elégtelen
0%
20% 10%
Kizepes
Jé 40%
30%

a) Hatirozd meg, hogy mennyi a félévi kémiaosz-
talyzatok terjedelme, modusza, medidnja és dt-
laga az egyes osztilyokban!

b) Fogalmazd meg, hogy az egyes statisztikai jellem-
26k milyen modon olvashatok le a diagramokral!

c) Szerinted melyik osztilyban lettek jobbak az
eredmények? Milyen érvek szélnak az egyik,
milyen érvek a mésik osztaly mellett?



13. Valdszinliségszamitas

Véletlen jelenség, véletlen kisérlet

A valoszinliségszamits véletlen jelenségekkel, helyzetekkel foglalkozik. Amikor egy ilyen véletlen jelenséget megfigye-
liink (és feljegyezziik annak kimenetelét), akkor véletlen kisérletet végziink.

Példdul:

Két dobokocka feldobdsa egy véletlen jelenség. Véletlen kisérletet végzek, amikor konkrétan feldobok egy fehér és egy

fekete dobdkockat, és megfigyelem a dobds eredményét. A kisérlet kimenetele, hogy mennyit dobtam a fehér, és mennyit
dobtam a fekete kockdval.

Elemi események
Egy véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleit elemi eseményeknek nevezziik.

Példdul:
Egy fehér és egy fekete dobdkockival dobva egy elemi esemény, ha a fehér kockdval 3-ast, a fekete kockival 4-est dobunk.
Ebben a véletlen kisérletben 36 kiilonbozd elemi esemény kivetkezhet be.

Véletlen kisérletek és relativ gyakorisag

Azt tapasztaljuk, hogy ha a véletlen kisérletet nagyon sokszor, azonos koriilmények kozott végezziik el, akkor egy konkrét
kimenetel relativ gyakorisdga egy jol meghatarozott érték kozelében ingadozik.

Példdul:

Ha egy pénzérmét nagyon sokszor feldobunk, akkor annak a relativ gyakorisiga, hogy a dobds eredménye fej, virhatoan
0,5 kozelében lesz.

Valésziniiség

Ha egy véletlen esemény sorin az elemi események egyformin valdszintiek (és a lehetséges elemi események szima vé-

ges), akkor az esemény valbszinfiségét ugy szamolhatjuk, hogy a kedvezd elemi események szimit elosztjuk az osszes

elemi esemény szimdval.

A valosziniiség jele P (a latin probabilitas sz6 kezdébetiije, ami valészintséget jelent).

Példdul:

- Két pénzérmét feldobva mennyi annak a valészinlisége, hogy mindkét érmén fej lithaté? Azt gondolhatnink, hogy
3 kimenetel van: mindkét érmén fej, mindkét érmén irds, illetve egyiken fej és masikon irds, igy a valosziniiség % De
ezek nem egyformdn valdszinii elemi események! Az ,egyik fej, masik iras” kimenetel kétféle modon valésulhat meg:
lehet az elsd fej és a masodik irds, és lehet forditva, az elsd irds és a mdsodik fej. Alkor irunk fel egyenléen valdszind
elemi eseményeket, ha ezeket megkilonboztetjiik. Egyenléen valdszindi elemi események tehdt: FE FL, IF 11, ez Gsszesen

4 lehetGség. Ebbél 1 a kedvezd, ezért a valdszinliség % Ha a kisérletet nagyon sokszor elvégezziik, akkor azt tapasztal-

juk, hogy a relativ gyakorisdg is 0,25 kozelében lesz. Az eldz6 két modell kozott az a kiilonbség, hogy az egyikben a két
pénzérmét egyformdnak gondoljuk, a masikban meghkiilonboztethetének. A kisérleti tapasztalatok azt mutatjik, hogy
megkiilonboztethetdk. Igy a valdsigot a mdsodik modell irja le.

— Két dobdkockival dobva 3 olyan elemi esemény van, amikor a dobott szimok dsszege 10 (fehér hatos és fekete négyes,
fehér otos és fekete otos, fehér négyes és fekete hatos). Ezért annak a valészinlisége, hogy a dobott szdmok dsszege
10, ugy szdmolhatd, hogy a kedvezd elemi

10, ugy szdmolhatd, hogy a kedvezd elemi

események szamdt (3) osztjuk az Osszes ele- | Haaz elemi események egyformén \raiészinﬁd{j
mi esemény szamdval (36). A valdszinlség:

2 ’
36 127

Ggy esemeény valdszinlsége =

kedvezd elemi események szémn)

osszes elemi esemény szima




1. A biztos esemény mindig bekovetkezik, valoszintisége 1.
2. Alehetetlen esemény sohasem kivetkezik be, valészintisége 0.

3. Ha az elemi események egyformdn valészintiek, és szimuk véges, amit jeléljiink n-nel, akkor
- egy elemi esemény bekovetkezésének valosziniisége L
- ha k darab olyan elemi esemény van, amikor bekovetkezik az A esemény, akkor az A esemény valészinilisége az elemi

esemény valoszinliségének k-szorosa: P(A) = %

4. Ha két esemény olyan kapesolatban van egymdssal, hogy egyszerre sohasem kovetkeznek be, ugyanakkor koziiliik
az egyik biztosan bekivetkezik, akkor ezeket egymast kiegészitd eseményeknek vagy komplementer eseményeknek
nevezziik. Ha egy esemény valosziniisége p, akkor komplementer eseményének valdszinilisége 1 — p.

Példdul:

- A, dobott szdm hatos”, a ,.dobott szdm nem hatos™: ezek komplementer események.

1s

Egy repiilégépjirat 200 utasa kiziil 94-en magyar al-
lampolgirok, 72-en angolok, 20-an hollandok és 14-
en németek. Mennyi a valésziniisége annak, hogy egy
véletlenszertien kivilasztott utas dllampolgirsiga

¢) nem angol;

d) kinai?

a) magyar;
b) holland vagy német;

% Mennyi annak a valésziniisége, hogy a szabdlyos

dobékockdval dobva a dobds eredménye
a) osztéja 60-nak?
b) oszthatd 60-nal?

Egy internetszolgaltaté tirsasig nagyszdmi dgy-
fél korében elvégzett, reprezentativnak mondhaté
felmérést készitett arrél, hogy tigyfeleik mennyire
elégedettek a szolgdltatdsaikkal. Az eredményeket
a grafikon szemlélteti.

Mennyire elégedett a szolgaltatdssal?

3=

N
W

Egy dobozban 60 golyd van, egy résziik fehér, ma-

sik részik fekete. Véletlenszeriien hiizva egy golyot

a fehér golyd hizdsinak valészintisége 0,4, a fekete

golyo hazdsinak valészinisége 0,6.

a) Hany fehér golyé van a dobozban?

b) Hany fehér golydt kellene még beletenni a do-
bozba, hogy a helyzet megforduljon, és a fehér
golyd huizdsdnak valészinlsége legyen 0,67

¢) Hany fekete golyot kellene kivenni a dobozbél
(az eredeti 60 golyd koziil), hogy a helyzet meg-
forduljon, és a fehér golyd hizdsinak valészi-
niisége 0,6 legyen?

s Egy egyetem 860 elsdéves hallgatdja kozil 312-en

gazdasagi szakra jirnak, és az elsdévesek kozott
452 né van. Az elsééves hallgatondk koziil 195-en
jarnak gazdasdgi szakra. Mennyi a valdszin(isége,
hogy egy véletlenszerlien kivilasztott elsdéves
egyetemista

30007 a) gazdasdgi szakra jér;
2583 e e o
2500 i b) gazdasigi szakra jir6 hallgaténd;
E o00] 1947 ¢) nem gazdasdgi szakra jird férfi hallgato;
L ] 1521 d) gazdasagi szakra jaré férfi hallgato?
% 15004+ —
g 10007 779 3 s A tdblizat egy repulétér kiilonbozé parkoldiban
500 alld autok szdmdt mutatja.
]
ﬁ T T T T
sE gt £ 2 E gE l.zéna 2.zéna 3.z6na 4.zdna
?% EY Eo '§ Eo 2 Aparkols 43 19 18 5
5 3% & 23 % £
- = Bparkolé 65 41 23 2
¢ C parkolo 39 22 15 11

Mennyi a valésziniisége, hogy egy véletlenszertien
kivilasztott igyfél

a) nagyon elégedett a szolgdltatdssal;

b) csak kevésbé vagy egydltalin nem elégedett?

Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a kovetkezd
autd, amelyik elhajt a parkolébol

a) az A parkold 1. zénijabol jon;

b) a B parkolébél jon;

c) nem a 4. zondbol jén;

d) a C parkolébél vagy a 3. zondbél jon?



14. Gyokos egyenletek

Ha két val6s szam egyenld, akkor a négyzetilk isegyenlé: A =B = A*=F.
Ezért ha egy szdm megolddsa az egyenletnek, akkor megolddsa annak az egyenletnek is, melyet gy kapunk, hogy az

egyenlet mindkét oldalat négyzetre emeljiik.

Visszafelé azonban nem teljesiil ez az dllitis. Ha két szim négyzete egyenld, akkor lehet, hogy a szimok killonbézék vol-
tak: nevezetesen egymds ellentettjei.

A'=B = A=BvagyA=-B.

Ezért a négyzetre emelés dltaldban nem ekvivalens dtalakitds. A négyzetre emelés utdn kapott egyenletnek tobb megolddsa
lehet, mint az eredeti egyenletnek. Kaphatunk hamis gydkot, azaz olyan értéket, amely eleme ugyan az értelmezési tarto-
mdnynak, de az eredeti egyenletnek nem megoldasa.

Ezért a négyzetre emelés utin nagyon fontos az ellendrzés.

Négyzetgyokiis egyenletek megoldasa:

l Hatdrozzuk meg az értelmezési tartomanyt! ‘ Négyzetgyokjel alatt nem dllhat negativ szam.

. Négyzetre emelés eldtt, ha lehet, rendezziik
— ‘ Oldjuk meg az egyenletet! ‘ ugy, hogy a gyokos tag dnmagdban illjon!

» L Vigydzat! Kaphatunk hamis gyokdt!
Helyettesitsiink be az eredeti egyenletbe!

2 5 0Oldd meg grafikus médszerrel és algebrai 1iton 3 5 Oldd meg az egyenleteket a valds szamok halmazin!
is a kovetkezd egyenleteket a valds szdmok hal- a) Vsx—9=3—x
mazin! J
- b) v13— 6x = 5— 3x
a) Vx=x c) Vx=2x—6
c) Vox +23=x—7
b) vx=—x d) v+1=x—1

d) 5Vx—2/x=+x+18



15. Masodfoku egyenl6tlenségek.

Masodfoku egyenlétlenség grafikus megoldasa

| Rendezziik egy oldalra!

» Haszniljuk a mérlegelvet!

» Ha negativ szimmal szorzunk vagy osztunk, meg kell fordita-

ni a relacids jel irdnyat!

- Abrizoljuk a hozzd tartozo

figgvényt!

—

+ Mik a zérushelyek? Merre dll a parabola?
+ Ha vannak zérushelyek, akkor elég, ha a két zérushelyet
bejelaljiik, és berajzoljuk, hogy merre ill a parabola.

Olvassuk le a grafikonrdl a
megoldast!

« Figyeljiik meg, hogy a grafikon melyik része
helyezkedik el az x tengely felett, és melyik

része alatta!

6 = Oldd meg a valés szimok halmazin az egyenlétlen-

ségeket!
a) ¥ —11x <0
bh) £ —7x > 0

7 = Oldd meg a valés szimok halmazin az egyenlétlen-

ségeket!

a) ¥ —11x+30<0
h) —x"—3x >0
c) —x +3x+4>30



16. Polinom gyoktényez6s alakja

1. Osszetartozé fogalmak (a, b, ¢ valés szdmok, a = 0)

f:R=R, flx)=ax+bx+c misodfokii fiiggvény zérushely
ax +bx+c=0 masodfoku egyenlet megoldis vagy gyok
ax’ + bx+c misodfoki polinom vagy médsodfoka kifejezés gyok

2. Polinom gyiktényezds alakja
Ha egy misodfoki polinomnak van valés gyoke, akkor szorzattd alakithato.
A szorzattd alakitds modja:
1. Meghatdrozzuk a polinom gydkeit a megoldéképlet segitségével.
2. Ha egyetlen valds gydke van (x,) , akkor ax' + bx +c=alx — xl}l.
3. Ha két valés gybke van (x, és x,), akkor ax* + bx+ c=al(x — x )% — x,).

Ezt az alakot a polinom gyiktényezos alakjanak nevezzilk
A gyoktényezds alakban szereplé x| és x, konkrét szimok, amelyek a megoldéképlet segitségével kiszdmolhatok.

Ha a misodfokn egyenletnek egyetlen valés gyoke van, akkor azt kétszeres gyoknek nevezzik. (Ezt az esetet gy is
meg lehet fogalmazni, hogy a két gydk egybeesik, azaz x, = x,.)

Egy misodfoki polinomot egyértelmiien meghatdrozza a féegyiitthatéja és két gydke. Az ax’+ bx+c¢ és az
alx — x,)(x — x,) kifejezések értéke ugyanakkor lesz nulla, azaz az x = x, és az x = x, esetekben. A féegyiitthaté és a
gvikik egyenléségébdl kivetkezik, hogy a helyettesitési értékiik barmely x esetén egyenld.

Példdul
2

- A 3x" — x— 2= 0 egyenlet gydkei 1 és {— %}, ezérta 3x’ — x — 2 polinom gyoktényezds alakja 3(x —1 }[:x + ?}

- A 3x"— x+ 2 = 0 egyenletnek a valés szimok halmazdban nincs gyéke, ezért a 3x° — x + 2 polinomnak nincs gyok-
tényezds alakja.

- A4 —12x+ 9 polinomnak egy gyoke van, az 1,5; a polinom gyoktényezds alakja 4(x — 1,5)(x — 1,5).
Az15¢etade’ —12x+9=0 egyenlet kétszeres gyikének nevezzik.

megoldoképlet | foegyitthats |
o -
I X, €5 x, I [

alx—x)(x—x) l

16 = Alakitsd szorzattd a polinomokat!
a) 3x —4dx—7 b) 4x — 16x—9

17 5 Adj meg olyan egész egyiitthatés masodfoki polino-
mot, melynek zérushelyei
2,011 74 5
a) 3 és ; b) 4 és 7 !
18 = Ird fel az alibbi polinomokat gydktényezds alakban!

a) 5x'+3x— 8 b) 0,2%" —0,1x — 2,1

19 s Ird fel a polinom gydktényezds alakjit!

a) %x’+4x+% c) —2x" +x+128

e 15 1. 21
b) —x .74.'+_‘_1 d) 2:rr +2:1:+2



17. Hasonldsag

A kozéppontos nagyitds és kicsinyités osszefoglalé neve egy geometriai transzformadcio, a kozéppontos hasonlésig.

Definicid: Adott egy O pont (a kozéppontos hasonlésig kizéppontja) és egy k pozitiv
valds szim (a hasonlésag ardnya).

A tér birmely P pontjihoz hozzirendeljik a P’ pontot igy, hogy

- az O pont képe dnmaga (azaz 0 = 0");

- ha P # O, akkor P’ az OP félegyenesének azon pontja, melyre igaz, hogy az OP szakasz
hossza az OP szakasz hosszdnak k-szorosa.
Ez a hozzirendelés kozéppontos nagyitds, ha 1 < k, kbzéppontos kicsinyités, ha k < 1, egybevigosigi transzformdcid,
hak=1.
Szokds a kozéppontos hasonlosagot negativ k-ra is értelmezni, ekkor a transzformacié a | k| arany, O kozépponti kozép-
pontos hasonlasdg és egy O kozépponti tikkrozés egymdsutinja.

Definicié: Ha két alakzathoz van olyan kézéppontos hasonldsdg, amely az egyiket a mdsikba viszi dt, akkor ezeket a alakzatokat
kozéppontosan hasonléknak mondjuk.

Ha egy alakzat kizéppontosan hasonlé képét valahova elmozditjuk és/vagy tikrozzik, akkor a keletkezd harmadik
alakzatra azt mondjuk, hogy ez hasonlé az elsé alakzathoz. A hasonlosig jele: ~

A kdzéppontos hasonldsdg ardnya egytittal az itt fellépd hasonlésignak is ardnya.
Ha a hasonlésdg ardnya 1, akkor egybevagosigrol beszéliink. Ez azt jelenti, hogy az egybevigosigi transzformicidk
halmaza valédi részhalmaza a hasonldsdgi transzformdciok halmazdnak.

Ha egy sikidomot k ardnyi kozéppontos hasonlésiggal transzformdlunk, akkor a transzformicié sordn kapott alakzat
keriilete az eredeti alakzat keriiletének k-szorosa, teriilete pedig az eredeti alakzat k*-szerese.

Példdul
Az dbra ABCD-vel pirhuzamos siki sokszogei keriiletének arinya (a legkisebbtél in-
dulva): 1:2:3:4; aterilletiik ardnya: 1:4:9: 16.

A fenti Gsszefiiggések nem csak a kbzéppontosan hasonld alakzatok esetén dllnak fenn.
Bizonyithaté, hogy két hasonlo sokszog (vagy biarmely mas sikidom) keriiletének ard-
nya a hasonlésdguk ardnydval (k-val), tertiletének ardnya a hasonldésiguk arinydnak
négyzetével (k*-tel) egyenld.

1 = A 160 cm magas Péter egy fa drnyékinak vonald-
ban agy all meg a fitol 4,5 méterre, hogy az drnyé-

3 = Biztonsigi okokbol egy folyd mélységét jelzo tabla-
kat helyeznek ki a folyoparttol kiilonbozd tavolsa-

ka még éppen befér a fa drnyékaba. (Ha egy kicsit
is elérelépne, akkor drnyéka mir kilogna a fa ar-
nyékibol.) Milyen magas a fa, ha tudjuk, hogy az
arnyékanak vége éppen 1,2 méterre van PétertGl?

2 5 a) Milyen méretardnyii az a térkép, mely a valé-
sdgbeli 4,5 km hosszisdgn utat 225 mm hosz-
szisagn szakasszal jelzi?

b) Mekkora a 900 m’-es telek teriilete az 1 : 300
méretardnyl tervrajzon?

gokban. A parttol tivolodva egy 180 cm mélységet
mutaté, majd 6 méterrel bentebb egy 720 cm mély-
séget mutatd jelzétiblit helyeznek el. A parttol
mérve milyen tivolsigokban helyezték el a tibla-
kat, ha tudjuk, hogy a meder lejtése az adott tavol-
sagokon belil nem viltozik?

6m

180 cm.

720 em.



18. Haromszogek kdzépvonalai, sulyvonalai

Ha osszekotjitk egy hiromszog két oldalinak a felezbpontjat, akkor a hiromszig egyik
kizépvonalit kapjuk meg. Bizonyithatd, hogy ez a kizépvonal parhuzamos a hirom-
szog harmadik oldalival, és feleolyan hosszi, mint ez az oldal.

Minden hiaromszignek hdrom kézépvonala van.

Ha osszekotjitk egy hiromszog egyik csicsit a vele szemkozti oldal felezbpontjival, akkor
a hdromszog egyik stlyvonalit kapjuk meg (az dbrin az A csicshoz tartozd silyvonalat
rajzoltuk meg). Minden hiromszognek hirom silyvonala van.
Igaz a kivetkezd két dllitds:
- Kétsalyvonal 2:1 ardnyban osztja egymast, a hosszabbik rész B

csatlakozik a csticshoz.
- Egy hiromszég hirom silyvonala egy pontban metszi

A

egymist. Ezt a kozds pontot a hdromszog silypontjinak
nevezzilk. A silyvonal a hiromszoget két egyenld tertiletil

részre osztja.

FELADAT

4 5 Egy derékszogii hiromszog befogéinak hossza 14 cm és 33,6 cm.
a) Mekkordk a hiromszog kozépvonalai? 33,6 cm
b) Mekkora az atfogéhoz tartozo siilyvonal hossza?
¢} Mekkora a befogékhoz tartozd salyvonalak hossza?
d) Mekkora tavolsigra van a hiromszag siilypontja a hiromszog csicsaitél?

HAZI FELADAT

1 5 a) Mekkora tévolsigra van a 3,8 cm oldali sza- 3 5 Rajzold meg egy hi-
bilyos hiromszog sulypontja a hiromszag csi- romszignek
csaitdl? a) azegyik silyvonalat;
b) Mekkora tdvolsigra van a 4,5 cm befogdju
egyenld szdri derékszogl hdromszog silypont-
ja a hiromszog oldalaitél?

2 s Egy egyenld sziri hiromszog alapja 42 mm, szira b) két silyvonalat!
29 mm hosszil.
a) Milyen hossziak a hiromszog kézépvonalai?
b) Mekkora tdvolsigra van a hdromszog stilypont-

ja az alaptol?
c) A silypontot dsszekotjiik a hdromszog csticsa- Mennyi az egyes részek teriiletének az ardnya?
ival. Mekkora teriiletii hairomszigekre bontot-
tuk fel az eredeti hiromszoget? 4} 5 Egy hdromszog egyik silyvonala 6 cm, egy masik
d) Megrajzoljuk a hiromszog hirom kozépvona- 4,5 cm hosszih. Ez a két silyvonal meréleges egymisra.
lit. Mekkora a kézépvonalak éltal meghatiro- a) Mekkorik ennek a hiromszognek az oldalai?

zott hdromszog teriilete? b) Mekkorik enneka hiromszogneka kozépvonalai?






